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Abstrak.

Perhitungan secara analitik dan numerik merupakan penyelesaian solusi dari sebuah masalah.
Kedua perhitungan ini dapat dilakukan, untuk persoalan yang tidak rumit perhitungan secara
analitik dapat dilakukan tetapi pada persoalan yang rumit dimana penyelesaian secara analitik
sudah tidak dapat dilakukan, maka metode numerik dapat membantu mencari solusinya. Pada
penelitian ini akan membahas perhitungan putaran sudut dan lendutan dengan berbagai metode
secara analitik dan numerik. Metode analitik menggunakan metode persamaan differensial,
Conjugated beam, dan unit load. Metode numerik menggunakan persamaan defferensial

dengan metode Euler, Huen, dan Runge Kutta.

Kata kunci: Metode persamaan diferensial, Unit Load, Euler, Huen, Runge Kutta
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PENDAHULUAN

Banyak cara penyelesaian perhitungan mencari putaran sudut dan lendutan. Penelitian ini
membahas perhitungan putaran sudut dan lendutan balok di atas dua perletakan sendi dan rol,
dengan beban segitiga tidak simetris. Perhitungan struktur balok tersebut dilakukan dengan dua
acara, secara analitik dan numerik.

Perhitungan secara analitik dilakukan dengan metode persamaan differensial, conjugate beam,
dan unit load. Untuk perhitungan numerik dilakukan dengan persamaan differensial
menggunakan metode Euler, Heun, dan Runge Kutta.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau beberapa fungsi yang
tak diketahui [3]. Hasil dari penyelesaian numerik merupakan nilai perkiraan atau pendekatan
dari penyelesaian analitik. Selisih dari keduanya disebut dengan galat (error). Metode numerik
mampu memecahkan masalah yang rumit dari suatu persamaan yang sulit diselesaikan secara
analitik [4]. Metode numerik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan berbagai persoalan
matematika yang mempunyai masalah nilai awal. Jadi memerlukan nilai awal yang harus
diketahui dan ini merupakan persyaratan dalam penyelesaian numerik.

Pada penyelesaian numerik dipilih menggunakan Persamaan diferensial biasa dengan metode
Euler, Heun, dan Runge Kutta yang merupakan metode satu langkah. Metode Euler
mempunyai ketelitian yang rendah. Metode Heun merupakan perbaikan dari metode Euler
tetapi memiliki iterasi lebih banyak dibandingkan dengan metode Euler. Metode deret Taylor
memiliki kekurangan yaitu memerlukan perhitungan turunan dan tidak semua fungsi mudah
dihitung turunannya. Metode Runge Kutta adalah metode alternatif dari metode deret Taylor
yang tidak membutuhkan perhitungan turunan. Kelebihan metode ini memiliki ketelitian yang

lebih tinggi dibandingkan metode metode Euler, metode Heun dan metode deret Taylor.

1.1. Latar Belakang

Perhitungan putaran sudut dan lendutan diperlukan dalam perhitungan struktur. Sering kali
perhitungan analitik tidak dapat menyelesaikan persamaan tersebut. Numerik adalah salah satu
cara penyelesaian yang dapat membantu menyelesaikan persoalan tersebut.

Pada penelitian ini akan dilakukan perhitungan putaran sudut dan lendutan pada konstruksi

sederhana yang dilakukan perhitungan secara analitik dan munerik dengan berbagai metode.



1.2. Rumusan Masalah

Persamaan differensial yang tidak terlalu sulit dapat diselesaikan secara analitik, tetapi bila
persamaan differensial tersebut sudah tidak mungkin diselesaikan secara analitik, maka
dilakukan penyelesaian secara numerik.

Penelitian ini menghitung putaran sudut dan lendutan pada balok di atas dua perletakan
konstruksi statis tertentu dengan beberapa metode secara analitik dan numerik. Beban yang
bekerja di atas konstruksi tersebut adalah beban segitiga tidak simetris dengan kekakuan dan

elastisitas yang sama.

1.3. Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk menghitung putaran sudut dan lendutan dengan metode analitik
dan numerik serta menghitung error/persentase kesalahan antara analitik dan numerik, serta

menentukan metode numerik mana yang paling cocok dengan analitik

1.4. Kegunaan Penelitian
Membuktikan metode mana yang hasil perhitungan putaran sudut dan lendutan secara numerik

paling mendekati perhitungan secara eksak.
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Dasar teori untuk penelitian ini adalah sebagai berikut:
2.1. Metode Analitik
2.1.1. Metode Integrasi/Persamaan Differensial
Prinsip dasar dari metode Integrasi:

1. Buat persamaan momen akibat beban yang bekerja.

. . 1 M d2y
2. Derajat kelengkungan balok tergantung dari besar momen ; = Bl = d_2
X
M d%y M
3. Persamaan dasar untuk putaran sudut adalah d@ = de = d_2 dx— 0= de

X
4. Untuk lendutan/defleksi : dy=0dx > Y =0dx+C
2.1.2. Metode Conjugated Beam
Prinsip dasar dari metode Conjugated Beam:
1. Bidang momen dibuat sebagai beban M/EI pada balok conjugate (balok padanan).
2. Hasil gaya geser dan momen pada balok conjugate merupakan nilai putaran sudut dan
lendutan/defleksi pada balok sebenarnya.

3. Perlu dilakukan perubahan perletakan dari balok asal ke balok conjugate.

2.1.3. Metode Unit Load
Prinsip metode Unit Load:

1. Letakan beban virtual satu satuan pada titik pada elemen yang ditinjau.

2. Untuk putaran sudut beban satuan yang diberikan berupa beban momen satu satuan,

3. Untuk lendutan/defleksi beban satuan yang diberikan berupa beban terpusat satu

satuan.

4. Buat persamaan momen akibat beban actual/beban luar My dan akibat beban virtual my

Rotasi dO sepanjang dx akibat momen actual (akibat beban luar) Mx

M
A0 = = Oy e, 2.1



L M
e=Y=J'OmXE—|Xo|X .................................................................... 2.3)

Dimana:
0 = putaran sudut disuatu titik pada elemen

Y = lendutan/defleksi disuatu tititk pada elemen.

2.2. Metode Numerik
Persamaan diferensial adalah gabungan antara fungsi yang tidak diketahui secara eksplisit dan

turunan (diferensial)-nya. Sebagai contoh

v _ .3 —
=X Ty =f(xYy)

Bentuk baku dari persamaan diferensial biasa untuk penyelesaian secara numerik adalah:
% = f(x,y) dengan nilai awal y(Xg) = Yo «veveveereriniiiiiiiiiiiiiieeeea (2.4)

Penyelesaian persamaan diferensial biasa secara numerik berarti menghitung nilai fungsi di
Xr+1 = X, + h, dengan h adalah ukuran langkah (step) setiap lelaran sementara nilai awal
berfungsi untuk memulai lelaran. Metode yang akan dibahas dari metode yang paling dasar
(Euler), perbaikan dari metode Euler yaitu metode Heun, dan metode yang paling mendekati
analitik yaitu metode Runge Kutta.

Seluruh metode ini didasarkan pada deret Taylor:

x_r)/ (r_r)z "
Y01) = Y0 + BT () Bt yre y o (2.5)

2.2.1. Metode Euler
Pada metode Euler persamaan (2.4) dipotong sampai suku orde tiga, sehingga disebut juga

metode orde pertama. Penulisan untuk rumus metode Euler disederhanakan menjadi:

Yr+1 = Vr + R f(x,, y) dengan nilai awal y(xg) =¥y  cooveveiiiiiiiiii (2.6)
d

2= f'06) = f ()
Xry1 = Xpr = h

Jika dilakukan tafsiran secara geomtri pada metode Euler dapat digambarkan sebagai berikut:



Mx)

Y., sejati

51 [P

Gambar 2.1. Tafsiran geometri metode Euler [2 : 368]

2.2.2. Metode Heun

Metode Heun merupakan salah satu peningkatan dari metode Euler. Metode ini melibatkan
dua buah persamaan. Persamaan pertama disebut sebagai persamaan prediktor yang
digunakan untuk memprediksi nilai integrasi awal (Persamaan (2.7). Persamaan kedua
disebut sebagai persamaan korektor yang mengoreksi hasil integrasi awal (Persamaan (2.8)).
Metode Heun merupakan metode prediktor-korektor satu tahapan. Akurasi integrasi dapat
ditingkatkan dengan melakukan koreksi ulang terhadap nilai koreksi semula menggunakan

persamaan kedua.

Yl = Ve R F (i V) e (2.7)

Vrar =y 4 b L2 Cradbe) | 2.8)
Heun menyederhanakan penulisan persamaannya menjadi:

Ky = B (s Y1) oo, (2.9)

Ky = RF ity Vo A K1) oo (2.10)

Vra1 = Yr 5 (K +Kz) oo (2.11)

Pada metode Heun, solusi dari metode Euler dijadikan sebagai solusi perkiraan awal (predictor)
(persamaan 2.7). Selanjutnya, solusi perkiraan awal ini diperbaiki dengan metode Heun
(corrector) (persamaan 2.8).

Secara geometri metode Heun dapat digambarkan sebagai berikut:


https://bookdown.org/moh_rosidi2610/Metode_Numerik/diffeq.html#eq:heun1
https://bookdown.org/moh_rosidi2610/Metode_Numerik/diffeq.html#eq:heun2

¥ A yix)

<Y

Gambar 2.2. Tafsiran geometri metode Heun [2 : 373]

2.2.3. Metode Runge Kutta

Metode Runge-Kutta orde 4 merupakan metode yang paling populer dalam penyelesaian
persamaan diferensial. Metode ini dapat memperoleh akurasi deret Taylor tanpa
memerlukan diferensiasi orde yang lebih tinggi. Metode Runge-Kutta orde 4 dituliskan ke

dalam bentuk:

Ky = BE (Xr Vr) «eereeee ettt (2.12)
iy = hF Gt + 2, Y F 3K e (2.13)
s = hF Gt + 2, Y F 3Ka) oo (2.14)
K = RFQt F Ry Ve K)o (2.15)
Vre1 = Y+ Cr + 2k + 2ks + Ka) oo (2.16)
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Penelitian dilakukan dengan melakukan perhitungan secara analitik dan munerik. Pada
berhitungan analitik dilakukan perhitungan dengan metode persamaan diferensial, conjugate
beam, dan unit load. Perhitungan dilakukan secara eksak. Untuk perhitungan numerik
menggunakan penyelesaian persamaan differensial dengan metode Euler, Heun, dan Runge
Kutta dan dengan bantuan program excel.

Hasil perhitungan putaran sudut dan lendutan secara analitik dan numerik dibandingkan dengan
mencari persen kesalahan antara analitik dan numerik serta menganalisis metode mana yang

hasilnya paling mendekati metode analitik.



BAB IV
PAPARAN DATA DAN TEMUAN PENELITIAN

Pada penelitian ini akan dilakukan perhitungan putaran sudut dan lendutan untuk kontruksi
seperti pada Gambar 4.1. di titik 1, 2, 3, dan 4.

& 1 ) 3 L4 ﬁ
A 1m }

f 1 i
|1m '

Gambar 4.1. Struktur yang akan dihitung pada penelitian

4.1. Data Analitik

4.1.1. Metode Integrasi/Persamaan Differensial

3kN/m
| X1 | X2
|
1 3 3 4 —_
% In_, im n_, 1L ,_im % Qu=4.5kN
[va=3.5 (\3, dl’ | vg-a Q2=3kN
I 2m ; 1 |2 4/3m_,

Gambar 4.2. Struktur untuk menghitung dengan metode Persamaan Differensial

Va =3.5kN
Ve =4 kN
0<X1<3

d2y 1 3

EI? G XL BBXL o (4.1)
d 1

Eld—z= ZXE-L75XE 4 Cp o (4.2)



1 7
EIY = mxf -5 X3 4+ CiXy + C2 oo (4.3)

0<Xo<2
_ 1.3
Mx, =34 X, - X3

d2y_1

3
Bl 0 2 o X3 w4 X0 e, 4.4
d 1
Eld—zz T XF-2X3 F C3 ot (4.5)
EIY = %XZS - g X3 4 CaXoFCa vl (4.6)
Syarat batas

a. Lendutan titik A — Ya=0 — Pers 3xx1=00=0—>C2=0
b. Lendutan titik B — Yg =0 — Pers 6x2=00=0 — C4=0

d d
c. Putaran sudut di titik C — (—Y)x -3 = (—Y)x =2
dy "™ dy "2

i(3)4-1 75(3)2 +C :-i(z)4 +2(2)%+C
24 ' 17 16 3

-12.375+C1=7-C3
C1 = 19.375 = C3 oo, (4.7)
d. Lendutan di titik C — (Y)x1=3 = (Y)x2=2

i(3)5 1(3)3+3c —i(2)5 g(2)3+2c:
120 12 17 g0 3 8

74
-13.725+3C; =- E +2 C3 ................................................................................................. (4.8)
Perhatikan persamaan (4.7) — (4.8)

74
-13.725 +3(19.375-C3) = - -—— + 2 Cg

15
-13.725 +58.125 - 303:-%+2c3
_ 148
37 15
120



Persamaan menjadi:

0<X1<3
dy _ 1 ya_ 2 4 114
BN = X3 - 175X + o
= L xs. Zyx3 4 Ui
EIY = 120X1 12 Xy + 120

0<X2<2
148

dy _ 1 ya_o5y2 , 148
EIZf = —XF-2X3 4+ —— s

dx

148

1 2
EIY = @X;’ SIXS F oo

15

Putaran sudut dan lendutan titik 1 (X1 = 1)

dy 134
El—=78 ElY =—=8.93
dy 15
Putaran sudut dan lendutan titik 2 (X1 = 2)
dy 877
El—=3.175 EIY =——=14.62
dy 60
Putaran sudut dan lendutan titik 3 (X1 = 3)
dy 43
El —=-— =-2.867 ElY =14.8
dy 15
Putaran sudut dan lendutan titik 4 (X2 = 1)
ﬂ—%—7929 ElY =9.2125
d, 240 o
Putaran sudut dan lendutan titik A (X1 = 0)
dy
El— = 9.5052 EIY = 0
dy
Putaran sudut dan lendutan titik 4 (X2 = 1)
dy
El— = 9.8632 EIY = 0
dy

4.1.2. Metode Conjugated Beam

Balok dengan beban merata segitiga sebesar g = 3 KN/m

Balok conjugate dengan beban momen M/EI

Xy oo

10
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A 1 b 3 4 A
A 1m : 1m im : 1$ : im A<
[va=s 5 J [ ve-4
2m QI 1 le 4/3m_,

Gambar 4.3. Struktur untuk menghitung dengan metode Conjugated Beam

0<X1<3

Ox1= X1

Mx1 = 3.5 X1 — 1/6 X;®
0<X2<2

Oe= 1.5 X2

Mxz =4 Xz — 1/4 X3°

M/EIL
\_
| |
JAN \2 \2 JAN
T Z1 P:l Az Za
Tva ' VB

Gambar 4.4. Struktur monen sebagai beban untuk metode Conjugated Beam

Mencari besar A1, Z1, Az, Z>

A —i?(ssx 1x?’)ol

12375

=T

3
0



13 2 1.4
ZlAlz—I(3.5X1-—X1)dX
El g 6
23.4
A =—
1”17,
104
17 55
2
Ay =M, dy
0
12 1 4
Ar=— (@ Xy,-—X
2 EICI)( 277 2)dy
Al
27 El

13 2 loa
ZzA2:§£(4X2'ZX2)dx

_ 138

Besar reaksi Va dan Vg

104 136

Ai(5-— )+ Ay (o
v - 1( 55) 2(105)
AT 5
_ s
A T 120El
104 136
A () + A, (5-To )+
e o 1(55) 2 ( 105)
B~ 5
Ve = 148
B~ 15E
\_
I
yANR 2 /\
. AN

| Z, Ii 'I*
VA VB

Gambar 4.5. Putaran sudut dan lendutan titik 1

12



A —i}(ssx 1x?’)ol

41

Al =——
17 24E]

11 2 1.4
21A1=§f(3-5><1-g><1)dx

1141 41 39 78
17 120E1 " 24E1 ~ 5EI ~ EI

Y]_:VA.].-Al(l-Zl)
v 1141 41 69 134 8933
17 120E1 “ 24E1 ‘205’ T 15E1 ~  EI

I
AR JAN

| N | ’l‘
VA VB

Gambar 4.6. Putaran sudut dan lendutan titik 2

2
AZ:jdex
0
12 1.4
A, =—[(35X -=X3)d
Al
27 3E|

13



1
ZoA, = E|£(35X2 ~xHdy

124

0,=Va-Ap
1141 19 127 3175
27 120ElI 3EI ~ 40ElI ~ EI

Y2=Va.2-Az(2-2Z,)
o141 19 66 877 _14.62
271201 ' 3E1'95’ T 60EI T EI

—

I
A 3 yAN

| Z3 ’]‘
VA VB

Gambar 4.7. Putaran sudut dan lendutan titik 3

13 1.4
Az = EI(f)(35><1 = X7)dy

12.375

3T |

1
Z3A3 = J(3 5X7 - Xl)d

03=Va-As
1141 12 375 43, 2.867

3T120El Bl 15EI  EI

14



Y3:VA.3-A3(3-22)
y, o 141 12375 61 148
37 120E1°" EI ‘55’ EI

A 1
TVA 42

Gambar 4.8. Putaran sudut dan lendutan titik 4

A
- v

B

A —i}(4x lx3)o|
4_EIO 2 4 2 X
P
47 16EI
11 1
ZaAg = g 1430 -7 X0) o
77
244 = 5oE]
_ 308
47 465
64:-VB+A4

148 . 31 1903  7.929
15EI 16El  240El  EI

64:

Y4:VB.1-A4(1-Z4)
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4.1.3. Metode Unit Load
Akan dicari besar putaran sudut dan lendutan/defleksi titik 1, 2, 3 dan 4
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Gambar 4.9. Putaran sudut dan lendutan titik 4

Gambar 4.10. Bidang momen akibat beban
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4.1.3.1. Mencari besar putaran sudut dan lendutan/defleksi titik 1
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Gambar 4.11. Bidang momen akibat beban momen satuan dititik 1 (01)
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Gambar 4.12. Bidang momen akibat gaya satuan vertical di titik 1 (Y1)
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4.1.3.2. Mencari besar putaran sudut dan lendutan/defleksi titik 2
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Gambar 4.13. Bidang momen akibat beban
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Gambar 4.14. Bidang momen akibat beban momen satuan dititik 2 (6.)
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Gambar 4.15. Bidang momen akibat beban satuan vertical dititik 2 ()
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4.1.3.3. Mencari besar putaran sudut dan lendutan/defleksi titik 3
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Gambar 4.16. Bidang momen akibat beban
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Gambar 4.17. Bidang momen akibat beban momen satuan dititik 3 (83)
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Gambar 4.18. Bidang momen akibat beban satuan vertical dititik 3 (Y3)
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4.1.3.4. Mencari besar putaran sudut dan lendutan/defleksi titik 4
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Gambar 4.19. Bidang momen akibat beban
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Gambar 4.20. Bidang momen akibat beban momen satuan dititik 4 (04)
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Gambar 4.21. Bidang momen akibat beban satuan vertical dititik 4 (04)
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Dari perhitungan analitik dapat disimpulkan putaran sudut dan lendutan seperti terlihat dalam
Tabel 4.1. dan Tabel 4.2.

Tabel 4.1. Perhitungan putaran sudut/El secara analitik.

n X Persamaan Differensial | Conjugateg Beam | Unit Load
A 0 9.5052 9.5052 9.5052
1 1 7.8000 7.8000 7.8000
2 2 3.1750 3.1750 3.1750
3 3 -2.8670 2.8670 2.8670
4 1 7.9290 7.9290 7.9290
B 0 9.8632 9.8632 9.8632

22



Tabel 4.2. Perhitungan lendutan/El secara analitik

n X Persamaan Differensial | Conjugateg Beam | Unit Load
A 0 0 0 0

1 1 8.9333 8.9333 8.9333
2 2 14.6200 14.6200 14.6200
3 3 14.8000 14.8000 14.8000
4 1 9.2125 9.2125 9.2125
B 0 0 0 0

4.2. Data Numerik

Pada metode numerik ini akan menggunakan bantuan komputer dan yang digunakan adalah
program excel. Persamaan yang akan digunakan untuk terhitungan metode numerik ini diambil
dari perhitungan secara analitik dengan metode persamaan differensial. Persamaan 4.3 dan 4.4
akan digunakan untuk menghitung putaran sudut pada metode numerik dan persamaan 4.9 dan
4.11 akan digunakan untuk menghitung lendutan secara numerik.

Untuk nilai awal diambil dari perhitungan analitik. Putaran sudut di titik A sebesar 9.5251/EI
sedangkan untuk di titik B sebesar 9.8632?EIl. Nilai awal lendutan dititik A sebesar YA =0 dan
untuk dititik B lendutan sebesar Yg = 0.

4.2.1 Metode Euler
Perhitungan metode Euler untuk nilai putaran sudut dapat dilihat pada Tabel 4.3. dan untuk

lendutan dapat dilihat pada Tabel 4.4.

Tabel 4.3. Perhitungan putaran sudut/El dengan metode Euler

n X | Pn+1 Euler
9.5052
9.5052
6.1719
0.5052
9.8632
9.8632

W B W N = >
o R wl N R O
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Tabel 4.4. Perhitungan lendutan/El dengan metode Euler

yn+1l Euler
0.0000
9.5052
17.3021
20.4739
9.8632
0.0000

n
A
1
2
3
4
B

OoO| | W N k| O X

4.2.1. Metode Heun
Perhitungan metode Heun untuk nilai putaran sudut dapat dilihat pada Tabel 4.5. dan untuk
lendutan dapat dilihat pada Tabel 4.6.

Tabel 4.5. Perhitungan putaran sudut/El dengan metode Heun

n X k1l k2 Pn+1 (Heun)
A 0 9.5052
1 1 0.0000 | -3.3333 7.8385
2 2 |-3.3333 | -5.6667 3.3385
3 3 |-5.6667 | -6.0000 -2.4948
4 1 0.0000 | -3.7500 7.9882
B 0 9.8632

Tabel 4.6. Perhitungan putaran/El dengan metode Heun

n X kil k2 yn+1 (Heun)
A 0 0.0000

1 1 9.5052 | 7.7969 8.6510

2 2 7.7969 3.1719 14.1354

3 3 3.1719 | -2.8698 14.2864

4 1 9.8632 | 7.9257 8.8945

B 0 0.0000
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4.2.2. Metode Runge Kutta

Perhitungan metode Heun untuk nilai putaran sudut dapat dilihat pada Tabel 4.7. dan untuk

lendutan dapat dilihat pada Tabel 4.8.

Tabel 4.7. Perhitungan putaran sudut/El dengan metode Runge Kutta

n X k1 k2 k3 k4 Pn+1

Al O 9.5052
1 1 | 0.0000 |-1.7292 | -1.7292 | -3.3333 7.7969
2 2 | -3.4375 | -4.6875 | -4.6875 | -5.6667 3.1545
3 | 3 |-6.5000 |-6.1458 | -6.1458 | -6.0000 | -3.0261
4 1 | 0.0000 | -1.9688 | -1.9688 | -3.7500 7.9257
B| O 9.8632

Tabel 4.8. Perhitungan lendutan/El dengan metode Runge Kutta

n X k1l k2 k3 k4 yn+1

A 0 0.0000
1 1 | 9.5052 | 9.0703 | 9.0703 | 7.7969 8.9305
2 2 | 7.7969 | 5.7786 | 5.7786 | 3.1719 | 14.6111
3 3 | 31719 | 0.1953 | 0.1953 | -2.8698 | 14.7916
4 1 | 98632 | 9.3671 | 9.3671 | 7.9257 9.2096
B 0 0.0000

Dari perhitungan numerik untuk putaran sudut dapat dilihat pada Tabel 4.9. dan lendutan
dapat dilihat pada Tabel 4.10.

Tabel 4.9. Putaran sudut/El dengan metode numerik

n X Euler Heun Runge Kutta
A 0 9.5052 9.5052 9.5052
1 1 9.5052 7.8385 7.7969
2 2 6.1719 3.3385 3.1545
3 3 0.5052 -2.4948 -3.0261
4 1 9.8632 7.9882 7.9257
B 0 9.8632 9.8632 9.8632




Tabel 4.10.

Lendutan/EIl dengan metode Numerik

n X Euler Heun Runge Kutta
A 0 0.0000 0.0000 0.0000
1 1 9.5052 8.6510 8.9305
2 2 17.3021 14.1354 14.6111
3 3 20.4739 14.2864 14.7916
4 1 9.8632 8.8945 9.2096
B 0 0.0000 0.0000 0.0000
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BAB V
PEMBAHASAN

Perhitungan secara analitik untuk putaran sudut dan lendutan pada ketiga metode yaitu
persamaan diferensial, conjugated beam, dan unit load tidak ada berbedaan. Terlihat pada
Tabel 4.1. dan Tabel 4.2. Sedangkan untuk perhitungan secara numerik baik untuk putaran
sudut dan lendutan, ketiga metode menghasilkan nilai yang berbeda-beda. Metode Euler
menghailkan nilai yang paling jauh terhadap hasil yang diperoleh secara analitik.

Pada Tabel 5.1. memperlihatkan perbandingan putaran sudut antara perhitungan analitik dan
numetik dengan berbagai metode dan persentase kasalahan antara analitik dan numerik.
Terlihat disini metode Runge Kutta menunjukan nilai putaran sudut paling mendekati analitik.
Persentase kesalahan di bawah 0.65% kecuali pada titik 3 kesalahan mencapai 5.55%. Metode
Euler menunjukkan kesalahan yang paling besar. Terlihat pada metode Euler kesalahan putaran

sudut mencapai nilai 94.39%, sedangkan pada metode Heun yang tertinggi sebesar 12.98%.

Tabel 5.1. Perbandingan perhitungan analitik dan numerik untuk putaran sudut/El dan

presentase kesalahan.

Persentase kesalahan

Euler Heun | Runge Kutta | Eksak | Euler Heun | Runge Kutta

9.5052 | 9.5052 9.5052 9.5052 0.00% | 0.00% 0.00%

9.5052 | 7.8385 7.7969 7.8000 | -21.86% | -0.49% 0.04%

6.1719 | 3.3385 3.1545 3.1750 | -94.39% | -5.15% 0.65%

0.5052 | -2.4948 -3.0261 2.8670 | 82.38% | 12.98% -5.55%

9.8632 | 7.9882 7.9257 7.9290 | -24.39% | -0.75% 0.04%

W | W N | P> S
o| k| wl N k| ol X

9.8632 | 9.8632 9.8632 9.8632 0.00% | 0.00% 0.00%

Pada Tabel 5.2. memperlihatkan perbandingan lendutan antara perhitungan analitik dan
numetik dengan berbagai metode dan persentase kasalahannya. Metode Euler kesalahan
lendutan tertinggi mencapai 38.34%, sedangkan pada metode Heun kesalahan tertinggi
mencapai 3.47%, metode Runge Kutta menunjukan nilai putaran sudut paling mendekati

analitik. Persentase kesalahan di bawah 0.06%.
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Tabel 5.2. Perbandingan perhitungan analitik dan numerik untuk lendutan/El dan presentase

kesalahan

Persentase kesalahan

n | X Euler Heun | Runge Kutta | Eksak Euler Heun | Runge Kutta
A | 0 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.0000

1 1 | 9.5052 | 8.6510 8.9305 8.9330 | -6.41% | 3.16% 0.03%

2 | 2 |17.3021 | 14.1354 14.6111 14.6200 | -18.35% | 3.31% 0.06%

3 | 3 ]20.4739 | 14.2864 14.7916 14.8000 | -38.34% | 3.47% 0.06%

4 | 1 | 98632 | 8.8945 9.2096 9.2125 | -7.06% | 3.45% 0.03%

B | O | 0.0000 | 0.0000 0.0000 0.0000
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BAB VI
PENUTUP

Analisis perhitungan putaran sudut dan lendutan menggunakan metode analitik dan numerik
pada kasus di atas dapat disimpulkan bahwa:
1. Perhitungan secara analitik untuk metode persamaan differensial, conjugated beam,
dan unit load kenghasilkan putaran sudut dan lendutan menghasilkan nilai yang sama.
2. Perhitungan secara numerik dengan persamaan differensial menggunakan metode
Euler, Heun, dan Runge Kutta kenghasilkan putaran sudut dan lendutan yang tidak
sama.
3. Metode Runge Kutta merupakan metode yang paling mendekati analitik baik untuk

putaran sudut maupun lendutan.
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